F9 - LINJARA AVBILDNINGAR

FUNKTIONSBEGREPPET

Definition (Funktion/avbildning). Lat M; och My vara méngder. En funktion
eller avbildning F : M1 — M> &r en regel som till varje x € M; ordnar precis ett
element y € My. Vi skriver y = F(z).

Exempel. Har sett f: R — R t.ex f(z) =sin(z),z € R.

Exempel. Lat F : R? — R? vara ortogonal projektion i planet 7 : x —y + z = 0.
Vad finns det f6r samband mellan koordinaterna for projektionen @ : (y1,y2,ys)
och den projicerade punkten P : (z1,z2,x3)?

L&sning
OBS! O erw
( ) (yla Y2, 93)
2) OQ oP — QP
(3) OQ OP — Oﬁlfﬁ"ﬁ
(4) OQ = 3(221 + w2 — @3, T1 + 222 + @3, —21 + 22 + 203)
m 21‘1 + To — T3
(5) Kan ocksa skrivas som ett matrissamband | y2 | = % 1+ 220 +23 | =
Y3 —r1 + T2 + 223
1 2 1 -1 1
sl1o2 0 o
11 2 23

A:Avbildningsmatrisen fér avbildningen

Not. Har &r A2 = A. Varfor? Det dr en projicering, en punkt som projiceras i sitt
plan blir ssmma punkt

Exempel. Spegling med samma punkt som ovan i samma plan.

Losning
Uy 1 1 2 =2 X1
Yo | = 3 2 1 2 T2
Y3 -2 2 1 x3

Ajavbildningsmatris for spegling i
Not. A2 =1
Exempel. Ortogonal projektion pam:2x—y+2—1=0.
L&sning

OBS géar ej genom origo!
Samma rakningar ger:
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m 1 2 1 —2 X1 1 1
Y3 -1 1 2 I3 1
A Uppstar p.g.a. ej gnm origo! || 7

Definition (Linjar avbildning). Avbildningen F : Vi — Vs kallas linjdr om:
(1) F(ﬁl + ’l_LQ) = F(’l_l,l) + F(’ELQ) Yuq,us € 11
(2) F(Aa) = \F(a) ,YAX€RochVuel
Exempel. Matrismultiplikation dr linjér, ty:
AX, +X,) = AX, + AX,
AQX) = MX
Not. Harur foljer att ortogonal projektion pé plan genom origo och spegling i plan

genom origo ar linjéra avbildningar.

Exempel. Projektion pa plan som ej gar genom origo ar ej linjéar.

( =
F(o140)=a- (01 +02)=4-01 + - 02 = F(v1) + F(02)
F\o)=a-(M\o)=XMa-0
Exempel. F:R?® - R3. F(0) =ux v
Exempel. Kontinuerliga och deriverbara funktioner utgér vektorrum
D : funktion — funktion

(Df)() = f'(2)
(f +9)(x) = f'(x) + '(x), (Af)'(x) = Af'(x)

2 1 -1
Exempel. Projektionsmatrisen: % 1 2 1
-1 1 2

Radreducera projektionsmatrisen. . .

Detta ger rang = 2 och nolldim =1

Allt parallellt med normalen avbildas p& nollan. Vi projicerar pa planet som ar
tvadimensionell darfor ar rangen tva.

1 2 =2
Exempel. Speglingsmatrisen: % 2 1 2
-2 2 1

Radreducera. ..
rang = 3. Bilden ar tredimensionell sa rangen ar tre.
och nolldim =0
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Sats (Linjira avbildningar). * En avbildning F dr linjir < den ges som multipli-
kation med matris.

* Kolonnvektorerna i avbildningsmatrisen ges, i forekommande fall, av bilden av
basvektorerna:

A= F(lan F(lan>

Bevis. (3 x 3)
= Antag att F : R® — R3? ir linjar.
Det giller (y1,y2,y3) = /(%) = F(x181+2282+2363) = F(v181)+F(7282)+

F linjar
F(zgég) = SClF(él) + SCQF(EQ) + SCgF(ég)
F linjéar
1 | | | a1
Dvs. |y2 | = ($1F(él) + .TgF(ég) + .T3F(é3)) = F(él) F(ég) F(ég) T2
Y3 | | | L3

Exempel. Anvand satsen for att ta fram avbildningsmatrisen for F' :ortogonal
projektion i  — y + z = 0 (dvs. samma avbildning som ovan.)

Losning

Vi beréiknar bilden F(e1), F(e2) och F(es)

F(er) = é1— 220 = (1,0,0) — 2550 (1, -1, 1) = (1,0,0) - 3(1,-1,1) =

%(2, 1, —1)Detta ar forsta kolonnen i avbildningsmatrisen.
F(ez) = 1(1,2,1)
F(EB) = %(717 1a2)
2 1 -1
Sa A= % 1 2 1
-1 1 2

Not. Varning! For att en ska kunna anvéinda satsen mdste en veta att avbildningen

ar linjdr!

Definition (Isometrisk avbildning). En (linjir) avbildning F' ir isometrisk om
|F(@)| = |u| for alla @ i definitionsméngden.

Exempel. Projektion ej isometrisk, men det &r daremot spegling.

Sats. En linjdr avbildning dr isometrisk < dess avbildningsmatris dr ortogonal.

(A ortogonal < kolonnvektorerna i A utgor ON-bas < AAT =1 & ATA=1 &
Al =AT).

Exempel. Speglingsmatrisen ér ortogonal (dvs A~! = AT).

Rotation. Rotera ¥ med vinkeln 6 da fas F(7) .
F' ar linjar och isometrisk.

Exempel. Bilden av € || x — azeln, som roteras mot 7/2 med 6.

F(e1) = (cos(d ) sm( )
F(e) = (— sin(f cos 9

cos — sm
A =
sin(6 cos(6
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Exempel. A ortogonal?

a= (o S0) (e ) = (6 %) -



