2.5, 7.6-7.7

2.5 BASBYTEN & 7.6 MATRISER & BASBYTEN. ORTOGONALA MATRISER
Basbyte och matris.

Sats (Modifierad Sats 6, s137). “Prim” anger den nya basen.

o _ _
. €] = S11€1 + S21€2
En bas i R?: 7/1 ~ ”
€5 = S12€1 + S22€2

En godtycklig vektor @ = x181 + x182 = 2} €] + z4&),
. . . / | | S11  S12
Skapar en matris dir kolonnvektorerna ér €] ochey: S = (&, &, | = S
| | 21 22
OBS! S maste vara inverterbar for att vi ska ha ett basbyte.
_ (= e
T \z )0\
X =5X
> >/
Not. Sitt E = <€1>, E = (e}>.
€9 €9
Om E' = STE sa éir X = X

X = SX/ = (multiplikation med S~! fran viinster) S™!X = SilSX/ = IK/ =
I

[
[

X saE'=STE=X =5'X.
Exer/np,el. Har basen é1, €5 i planet. Varje vektor kan skrivas i flera baser. En ny
bas €, &, infors enligt.
e, = e + 3e
ey = dey + 2e5
Kontrollera att ovanstaende ar en bas genom att: Ay é; +)\26,2 =0=2>XAM=X=0
Ul = 161 + T282 = T,8) + Toey. o
Vilket samband géller mellan z1,x9 och z1, 257
Losning
U= 2 (61 4 361) + my(dey + 285) = (xy + 4a5)ér + (32 + 225)Es
—— ——— ——— —

’ ’
e. e. x x
e, €y 1 2

_ ’ 4 ’
Alltsa: { ©1 7 01T AT
To = 3z + 2,

Vi skriver om ovanstadende med matriser.
= ~/

E= (el), E = <€,1
€2 €9

Date: 2014-02-13.
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S(basbytesmatris)
Ortogonala matriser.

Definition (Ortogonal matris). En matris (n X n) ar ortogonal precis da dess
kolonnvektorer utgor en ortonormerad bas i R”.

Not. Varje kolonnvektor har ldngd ett och dr parvis ortogonala. ny-ns = 0. |n1| =1

Exempel. Visa att matrisen A = % (34 g) dr ortogonal.
Losning
A= (41, As)
3 4
A1%<_4) OChA2%<3>
3 3
AP =1l =t a =4 (2) 4 (5) =Fe s o=

3
(2) =61+ 0-3 =
Ay, A utgdr ON-bas i R? sa A dr ortogonal.

all—=
\
B
N——
=

Sats. Foljande dr ekvivalent:
i) A dr ortogonal

ii) ATA=1
iii) AAT =1
iv) A=t = AT

( ii) -iv) ekvivalenta enligt forra foreldsningen)

Bevis. 1) < ii) n=3. Lat A= (A1 Ay A3)

A, A -A A Ay Ap - As
ATA= Ao | = (A1 Ay Ag)=[As-Ar Ay-As Ay Ay
A, As- Ay Az Ay As- As

SéATA:I<:>A1A1 = 1,A2-A2 = 1,A3-A3 OChAl-AQ :Al-Ag :AQ-Al =
A2 . Ag = Ag . A1 = Ag . A2 < Al,AQ,Ag utgor en ON-bas & A ortogonal. [l

Exempel. Om basbytesmatrisen S &r ortogonal sa géller:
E=STE=X =5'X=5"X

2 2 1
Exempel. Bestam inversen av A = % -2 1 2
1 -2 2
L&sning
Lésning om A ej &r ortogonal: [A] I]--- [I| A7!] (dvs. gaussa).
Snabblosning: Kontrollera om A &r en ortogonal matris: |A;]| = |As| = |A3] =1

OCllAl-AQZAl-A3:A2-A3:0.

2
Aortogonalsh A7l =AT =112 1 -2
1
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Not. A ortogonal < AT ortogonal. S& A ortogonal < radvektorerna i A utgdr en
ON-bas. (Det gar alltsa lika bra att kolla pa kolonn- som radvektorerna).

7.7 RANG & NOLLDIMENSION AV MATRIS

Exempel. AX =Y

1 -2 -1 0 1] o0 il
0 0 -1 1 1| =3 | = 2
1 92 0 2 92| -4 | X=|m
0 0 1 25| 0 T4
Ts5

A

=

-2 -1 0 1

o [ 1 -1 Y

0 3
~ 0o o o 2 |
0 00 0 0 | g
—~— —~—
To2=s$ r5=t
(Tre stycken pivotelement).

$5:t
Ti+2r5=—124=-1—-25=-1-2¢
T3 — 24— x5 =3 xr3=2—1

Tg9g = S
T — 29 —23+a5 =021 =24 25— 2t

T 2 2 —2

i) 0 1 0
X=|as|=| 2 |+s|0]+t]-1],s,t€R

Ty -1 0 —2

Is 0 0 1

—_— =~

x, X, X
Xp ar en 16sning till AX =Y.
S - Xhl +t- Xhz ger alla 16sningar till AX =0.
Vi radreducerade A och fick G:

-2 -1 0 1
a-|0 o -1 -1

0 0 0 2

0 0 0 0 0
Antalet parametrar ar antalet kolonner-antal pivotelement. 5 — 3 =

ho

Definition (Kolonnrummet). Fér matrisen A = (A1 Ay .. An) definierar vi
kolonnrummet som méngden av alla linjairkombinationer av Ay, As,..., A, :
Z1
Al | =21 A1+ 2240+ - - + 2, Ay S8 kolonnrummet till A bestar av alla Y
Ln
sadana att AX =Y har 16sning.
Definition (Rang). Rangen later vi vara maximala antalet linjért oberoende vek-

torer bland A;, Ao, ..., A,. (Dvs. antalet som ¢j dr ||.) (Antalet pivotelement)
Betecknas rang A.
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Definition (Nollrummet). Nollrummet for A #r alla X sadana att AX = 0.

Definition (Nolldimensionen). Maximalt antal linjért oberoende 16sningar till AX =
0 kallas nolldimensionen. (Antalet parametrar, t.ex. s, t ger 2)
Betecknas nolldim A.

Lemma. Om vi har radreducerat (dvs. gaussat) A till G sa galler:
rang A = rang G
nolldim A = nolldim G

Sats. rang A + nolldim A = antalet kolonner i A

Exempel. I exemplet ovan AX = 0 hade l6sningarna sXhl +tXh2 sé nolldim A =
2 (rékna antal parametrar).
Satsen ovan ger: rang A = ) - 2 =3
~— ~—

# kolonner  nolldim

Metod for att ta fram rang respektive nolldimension av A.
(1) Radreducera (gaussa) A till G.
(2) Rékna antalet pivotelement = rang A (=rang G)
(3) Antalet parametrar till AX = 0 ger nolldimensionen till A

Metod bas till nollrummet.
(1) Los AX =0
(2) Bas ges av vektorerna framfor (bakom) parametrarna, dvs X, och X, i
exemplet.



