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KaAp 7. MATRISER

AX=Y
1 2 78 1-742-9 1-842-10
3 4 (9 10)— 3-7+4-9 3-8+4-10
5 6 5-7469 5-8+6-10
Ay
o A= | Az | dir Ay, As, Az ar radvektorer t.ex. Ay = (1,2)
Az

e B= (31 Bg) dar By och Bs ar kolonnvektorer (31 = (g))
Ay By A - DB

.AB: AQ'Bl AQ'BQ
A3-Bl Ag-BQ

Transponat av matris.

Definition. Transponatet A” av matrisen A fas genom att rader och kolonner
“byter plats”

T

1 2
Exempel. (3 4 = (; 2 2)
5 6

Definition. A #r symmetrisk om A = AT
e Behover alltsa vara kvadratiskt

Sats. Rdkneregler for transponat
i) (A7) = A
i) (A+ B)" = AT + BT
iii) AA)T =X AT
) (AB)" = BT AT

Bevis. Rakneregel 4.
Ta en godtycklig rad & kolonn och kor det igenom f6r att se att det blir samma
1) Pa plats (j,k) i (AB)  fas (k,7) i (AB).
2) Pa den senare star rad k i A skaldrmuliplicerad med kolonn j i B.
3) Pa plats (j,k) i BT AT star rad j i BT skaldrmultiplicerat med kolonn k i AT,
dvs. kolonn j i B skaldrmultiplicerat med rad k i A.
4) Alltsa iir (AB)" = BT AT, 0
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Linjira ekvationssystem.
Sats. Huvudsatsen (version 1)

Antag att A dr en n x n-matris. Da ar foljande tre pastaenden ekvivalenta.

(1) Kolonnvektorerna Ay, ..., A, utgdr en bas i R".
(2) Ekvationssystemet AX = 0 har endast 16sningen X = 0.
(3) Ekvationssystemet AX =Y &r 19sbart for varje Y € R™.

Bevis. Av 2.
2) dr ekvivalent med att kolonnvektorerna i A &r linjart oberoende:
1
0=Al : | =z1d1 + 2242+ -+ 2,4, U
Zn,
Bevis. Av 3.
3) &r ekvivalent med att kolonnvektorerna i A spénner upp R™
2 =0
Exempel. Har ekvationssystemet (x) = Tt T oandligt manga 16sning-
Xr1 — 2$2 =0
ar?
L&sning
1.Vi kan skriva () som AX =0 dir A = (? 12), X = (il)
- Yy

2. Vi kollar om 1) i satsen &r sann, dvs. om A; = <§>, Ay = (_12) utgor i bas

(i planet, R?)
3. A1 Jf Ay = utgor en bas.
4. 1) sann = 2) sann sd AX =0=X =0, dvs 21 = x5 = 0.
Svar: Nej, systemet har en 16sning.

Invers matris ((n x n)-matriser).

For varje a # 0 finns ett tal b sa att ab = ba = (tag b= 11).
Talet 1:1-a = a for alla a € R.

Vi ska utvidga detta till matriser.

(Géar att se tal som 1 x 1-matriser)

a b 1 0 a b . e -
Exempel. <c d> (0 1) = <c d>’ ettor pa diagonalen och nollor i 6v-

I>=Enhetsmatris

rigt.

1 0 0
Exempel. I35=[0 1 0. Al3=A, VA(3x3), [3A=A.
0 0 1

Definition. Vi siger att (n x n-matrisen) A ar inverterbar om det finns en matris
Bsaatt AB=BA=1.

Definition. Om A ar inverterbar: A~1 = B.
A~1 kallas inversen till A.
AA 1l =A"1A=1.
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. (2 1\ . (3 -1
Exempel. Visa att for A = <5 3> géller A=" = <_5 9 )
I.

a1 (2 1\ (3 -1\ _ (1 0\ _
Koll: AA <53 oo )=l 1) =

Ovning. Kolla sjilva att A=A = 1.

Sats (Rékneregler for invers). A, B inverterbara.
(1) (A7) =2

(@) (47) " = (a)"

(3) (AB)"'=B~1A!

Bevis. Av 2. Pastaendet som skall visas:
AT &r inverterbar och dess invers ar (A_l)

T
Koll: AT . (A=1)" = ATMA| =17 =1
N —=
(AB)T=BT AT =I
T
(AT AT = (447l | =1T=1
—_—

=1

Enligt definitionen &r A7 inverterbar och (AT)f1 = (A’l)T O

Lemma. For att A ska vara inverterbar racker det att hitta B sd att AB =1 (da
kommer det ocksd att fungera fran andra sidan). Det racker ocksd att hitta C' sd att
CA=1.

Sats (Huvudsatsen). Version 2
A (n x n) féljande ekvivalent:
a) Kolonnvektorerna i A utgér bas i R™
b)) AX=0=X=0
c) AX =Y har lgsning for alla Y € R
d) A dr inverterbar.

Bevis. Visa tillagget d) o o
d) = b): Antag A inverterbar och AX = 0. Visa X = 0.
Om AX =0sadir A'AX =A4""0och IX=Xsa X =0
—_— \,0_/
=TI =
¢) = d): Antag att AX =Y é#r losbar for varje Y € R.

1
0
Da #r speciellt AX, = 0| 18sbar
0
0
1
0

AX, = 16sbar

S e
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X, X

0
0
AX, = 01 18sbar
1
Bilda matrisen som har sedda 1&sningar som kolonner, X = (X,
10 0
0 1 0
Da blir AX = A(X,X,...X,) 00 . 0f|=1I
0 0 1

Sa A &r inverterbar, dvs. d) sann.

Berikning av invers. (Viktig att klara av!)

3 4

Exempel. Berékna inversen (om den finns) av A = ! 2).
wo = (1 0\ = (1 0\ _
Losning: AX = <0 1>. X=A <0 1> =A

12/10] |1
34|10 1]=~10

Gaussa | N e | e

I A1

—2 1 4 =2
s A—1 _ _ -1
Si A <3/2 1/2> : <_3 1).

.. . 1 -2

Exempel. Berikna inversen (om den finns) av A = 9 _4

Lésnine: 1 -2 1 0 . 1 -2 1 0
OSBIET | 5 4l 0 1|~ | 0 0 -2 1

Gaussa ——
O-rad, ej invbar.

R

<



