DETERMINANT 9.1-9.2, 9.6

9.4 DEFINITION AV DETERMINANT, UTVECKLING
(n X n)-matriser

Definition. Stryk raden/kolonnen som @, “ingar” i.
n = 1, en matris som endast &r ett tal.
A= (au). det A = ail.
n=2

det ((111 a12) = a1 det(az2) —a12 det(asa1) =
az;  a22 —— ——

stryk forsta raden/kolonnen stryk forsta raden, andra kolonnen
a11G22 — 12021
n=3

aip a2 a3 a a a a a a
det a21 Q22 Q23 = all1 det 2 z —ai12 det 21 23 “+ai3 det 2 2
az2 a3z az1 433 az1 432
asyr azz2 ass
n > 4 utveckla i underdeterminanter av storlek (n — 1) x (n — 1) efter forsta
raden, den forsta positiv, den andra negativ osv.

Exempel. n =5

+ - + +
1 2 3 1 2 3
Exempel. | 4 5 6 |=det| 4 5 6 1‘2 g‘ 2‘? g‘+3‘3 g‘
7T 8 9 7T 8 9
1-(5-9-6-8)—2-(4-9-6-7)+3-(4-8-5-7

9.3 RAKNEREGLER

Sats (Réikneregler for determinanat). a) Byt plats pd tvd rader och determinanten
byter tecken.

b) Multiplicera en rad med ett tal och hela determinanten multipliceras med det
talet.

¢) Ldgg till en multipel av en rad till en annan och determinantens vdrde ar
oforindrad.

d) det] =1.

e) det AT = det A (det gar allts lika bra att berdkna determinanten fér trans-
ponatet).

f) det(AB) = det A - det B
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g) (den viktigaste egenskapen) det A # 0 = A dr inverterbar
h) Om A dr inverterbar sd dr det A~ = -
i) Om A dr ortogonal sd dr det A= —1 eller det A =1

Bevis. h) foljer ur f) och d):

AAT =1
d)
det(AA™Y) =det I™="1
£
det(AA™)="det A-det A sa det A7! = O

I sjélva verket kan vi utveckla efter vilken rad/kolonn vi énskar:
Foljande teckenschema géller

+ -+ - 4+
+ -+ - 4+
+ - + - +
Exempel. Utveckling efter kolonn tva:
1 2 3
4 6 1 3 1 3
4 5 6:—2‘ ‘4—5‘ ’—8‘ ’:O
78 9 79 79 4 6
9.1-9.2 VOLYM & AREA
a11 a12 a13
IR Ay = [an |, A2 = [an2|, A3 = [as |, A = (A1 Ay A3) =
a31 a32 as33

ail a2 aig

a1 @G22 a23

asy as2 a3z

D4 ar det A = Az - (Ag x As) =volymen (med tecken) av den
Gor denna riakning sjalva

parallellepiped som spanns upp av Ay, As och As.

Exempel. Speciellt géller att determinanten &#r noll om tva kolonner/rader &r

parallella.
1 2 6 6 2
10 5 15 | =0 (ty 15 | =3 5 1)
4 —-10 —-30 -30 -10

I R2: Volymen av parallellepipeden = basarean (med tecken), dvs. arean av
parallellogrammen som spinns upp av vektorerna (ai1,as1) och (ai2,a22) =

a1 a2 0

a1 a9 0 = 1-

~—
0 0 1 utveckling efter sista raden

Exempel. Arean av triangel med hérn i Py : (1,2), Py : (2,4), P> : (3,1)
Losning

Kan ses som halva parallellogrammet som spdnns upp av 41 = PO_Pl och 1y =
PyPs.
1|1 2
212 -1

Triangelarean : ‘ = —% s& arean ar % a.e.
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Exempel (9.36). Berékna determinanten for A =

Losning

N~ Ot Ot

— Ul P~ 0o
O = = W
= W oy ©

“Leta efter nollor”. Sista raden/tredje kolonnen &r lamplig att utveckla fran:

N 3 Ot Ot
= Ot =~ o
O = = W

1

-13 -1

-7 =2

1 2

Not. Matriserna ar inverterbara.

-1 3 9

-2 1 6 3
2 1 3 -
00 1 utv. 4e raden.

3 -16 -7 0

1l=|-8 —4 0 _=

1 1 2 1 Utv 3e kol.
—-16 7

IR

9.6 HUVUDSATSEN OCH EKVATIONSSYSTEM

Sats (Huvudsatsen). A dr en n X n-matris. D dr foljande ekvivalent:
a) Kolonnvektorerna i A utgér en bas i R™
b) Radvektorerna i A utgor en bas i R™
) AX=0=X=0
d) AX =Y dr lésbart (entydigt) for alla Y € R"

e) A dr inverterbar

f) Linjdra avbildningar med A som avbildningsmatris dr bijektiv (biade surjektiv

och injektiv)

g)det A#0
| | Y =0 | Y £0 |
Losning av AX =Y. [ det A = 0 | Parameterlosning | Antingen parameterldsning eller ingen 16sning
det A #0 Endast X =0 Endast X = A~1Y
1 2 1
Exempel. For vilka a saknar systemet AX =Y losningda A=| a -1 0 |,
3 0
a
Y=(0]?
1
Losning

Y £0.
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Krav: det A = 0,
~

krav
12 1 .
Berdkning av determinanten det A = |a —1 0| = 1 ¢ -0 1+
~~ 3 0 .o
3 0 Q| Kolonn 3
1 2 o
al. 1’ =3+4a(-1-2a)=-2(a®+3a—3)=-2((a—1)(a+3/2)) sd det A =

0 a=1ellera= -3/
Behover kontrollera om det dr ingen 16sning eller parameterlésning
For a = 1 géller:

1 2 1|1 1 2 1 1
1 -1 0|0 |~ 0 =3 -1 -1 vi far parameterlosning, alltsa
3 01 |1 0 0 O 0
ar det ingen 16sning pa uppgiften.
For a = —3/2 far vi:
1 2 1 =3/2 1 2 1 =3/2
=3/2 -1 0 0 ~ | 0 2 3/2 | =94 | 0+ —5/416sning saknas
3 0 -3/2 1 0 0 O —5/4
alltsa.

Svar: Systemet saknar 16sning for a = —3/2.



