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LINJARA AVBILDNINGAR (FORTSATTNING)
Respekterar bade addition och multiplikation med skalér

Not. Om F &r linjér sa géller F/(0) = 0. Detta ses genom att sitta A = 01 F (\a) =

~—~—
=0
AF (1)
N——
=0

Exempel. Projektion p& plan som ej gar genom origo. (Ytterligare ett sitt att
kolla upp linjéritet)

0= (0,0,0) projiceras i planet, men eftersom 0 inte tillhor planet s& giller inte
att 0 avbildas p4 samma punkt (0)

Definition (Definitionsméngd och virdemingd). F : My — Ms. M; kallas for
definitionsmdangd Dp. My kallas for virdemdngd Vg och bestar av alla y € Mo
saddana att y = F'(x) {or ndgot « € Dp.

“Stoppa in, fa ut”

Exempel. Bestdam virdeméngden for ortogonal projektion paw:x —y+2=0
Losning
“Vilka x, y, z kan vi traffa?’
Har ar det nog klart att virdeméangden blir planet 7.
Forra gangen:

m 2 1 -1 I

Y2 = % 1 2 1 T2

s 11 2/ \a;
Vilka y kan vi tréffa nér vi stoppar in x?
(AX=Y)

Som linjért ekvationssystem.
For vila hogerled har systemet nedan 16sning?

2x1 + x2 — w3 = Y1 1+ 2x2 + 23 = 3Y2
T1 + 229 + 3 = Y2 < $ =322 — 33 = 3y; — 62
—x1 + 22 + 223 = 3y3 0=3y1 —3y2 + 3ys3
Sa 16sningen finns < y; — y2 + y3 = 0. Finns tva pivotpositioner ovan vilket ger
parameterlosning.
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Sammansittning och invers.

Exempel. Lat f(z) = sin(z) och g(x) = 2z. Vi kan bilda f o g(z) = f(g(z)) =

f(2z) = sin(2z) och go f(x) = g(f(x)) = g(sin(z)) = 2sin(x) sh go f # fogi
allménhet.

Exempel. Om G : My — Ms och F : Ms — Mj &r linjara avbildningar med
Ve C Dp s kan vi bilda F oG i FoG(z) = F(G(x)).
“Allt som kommer ut fran G ska kunna stoppas in i F”

Sats. Om G har avbildningsmatris B och F' har avbildningsmatris A och F oG dr
definierad sd dr F o G ocksd linjar och dess avbildningsmatris dar AB.

Bevis. G(X) = BX, F(¥) = AY. Di biir F o G(X) = F(G(X)) = F(B(X) =
A(BX) = (AB)X. Detta ger dven att F o G dar linjir eftersom den ges som multi-
plikation med matris. (I

Exempel. Bestdam avbildningsmatrisen fér avbildningarna
a) For spegling i 7 :  — y 4+ z = 0, dérefter spegling i zy-planet.
b) Forst spegling i zy-planet, direfter spegling i 7: 2z —y+ 2z = 0.
Losning
Bada planen #r linjéra, varfor? (se forsta stycket)

1 2 -2
Spegling i m: A = % 2 1 2 | (forra gangen)
-2 2 1
Spegling i xy-planet, z = 0:
*e — e
* €2 — €2
* e3 — €3
10 0
B=|0 1 0 | (Sehttp://dixon.hh.se/getc/LinSys/LinAvbildningar.pdf)
0 0 -1
a) Tar BA (det som ska triffa vektorerna forst till hoger, vektorn dr alltsé till
1 2 =2
vanster om AB). BA = % 2 1 2 | (sista raden byter tecken, )
2 -2 -1
1 2 2
b) Tar istéllet AB= 1| 2 1 —2| (sista kolonnen byter tecken)
-2 2 -1

Exempel. Avbildningsmatris for spegling 2 ganger i planet z — y + z = 0 ges av
AA déar A ar speglingsmatrisen ovan

Losning

A var symmetrisk s& A = AT. A var ocksé ortogonal si, AAT =1 dvs. AA = 1.

Definition (Injektiv, surjektiv, bijektiv). En avbildning F': M7 — My ar injektiv
om det till varje y € Vp finns precis ett € D sd att y = F(x), “Varje y far endast
traffas en gang”. y = 2 ej injektiv!

Om Vi = Ms sa ar F surjektiv (precis allt triffas).

Om F &r injektiv och subjektiv sa sdger man att F' ar bijektiv.

Exempel. Om F ir bijektiv kan vi bilda avbildningen F~! si att y = F(x) <
z=F"l(y)
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Sats. Om F dr linjir och bijektiv med avbildningsmatris A s dr F~1 linjir med
avbildningsmatris A~ .

Exempel. Y = AX <« A"V =X

Exempel. Spegling i + — y + z = 0 ar bijektiv. AA = I si speglingens invers ar
spegling igen.
Exempel. Ortogonal projektion pd x—y+2z = 0 &r inte bijektiv (4r varken injektiv
eller surjektiv)

Ej injektiv (tdnk projektion efter normalen). Ej surjektiv; kan ej triffa punkter
utanfor planet.

Avbildningsmatrisen ej inverterbar.

Basbyte vid linjira avbildningar. Antag att vi har tva baser E och E’, och en
linjéir avbildning som ges av Y = AX i basen E och Y/ = A'X' i basen E'. Vilket
samband finns mellan A och A’?

L&sning

Komihag: Om E' = STE si éir X = SX och Y = SY

Y =AX & SY' = ASX oY =5 'ASX

—
=A

Sats. Om en avbildning har avbildningsmatrisen A i basen E och avbildningsma-
trisen A" i basen E' och E' = STE sa giller A’ = S™YAS (S~ fran vinster och S
fran hoger)
Exempel. Spegling i 7 :  —y + z = 0. Infor en ny ON-bas &}, &, och &; sa att
avbildningsmatrisen A’ blir s& enkel som mojligt.

Losning

Vi har sett att avbildningen har avbildningsmatris A= | 2 1 2 | ibasen

e1 = (1,0,0)
es = (0,1,0)

es = (0,0,1)

Vilj e}, e, || 7, ortogonala mot varandra

e — e’

ey — ey

Den tredje vektorn véljer vi som en normal till 7 med lingd 1. D4 géller €3’ —

—éy'.

Vi far d& avbildningsmatris A’ =

1
0
0
e’ = 5(1,1,0)
Till exempel duger (7 = (1,—-1,1)),} &' = T( 1,1,2) Kryssprodukt med normalen och normalisering
L(1,-1,1)

V3 V30
1 1 2 |E

V2 V2 V2

ST

E =

Sl
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V3 -1 V2
0 2 V2

Ortonormalt basbyte = S ortogonal alltsa dr S—! = S7.

Sortogonal \/§ \/§ 0
Vifar A’ = S~1AS = STAS = LG -1 1 2
V2 V2 V2

18 0 0 10 0
(o 18 0o ])=[o1 o
0 0 -18 00 -1

)



