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KAP 2 - (GEOMETRISKA) VEKTORER

Begrepp.
e Punkt
Linje
Plan
Rummet
Vinkel mellan plan och rum
Skdrning

Vektorer.
e “En pil”
e Geometriskt
— Langd
— Riktning
e Gar att flytta

Definition (Riktad stréicka). Tva punkter A och B (t.ex. i planet/rummet) defi-
nierar en riktad strdacka, AB.
Tva riktade striackor ségs vara ekvivalenta om samma:
e Lingd
e Riktning
Definition (Ekvivalensklass). En (geometrisk) vektor &r en ekvivalensklass av rik-

tade strickor. (“flera ekvivalenta riktade strickor dr ekvivalenta = bildar en ekvi-
valensklass)

Definition (Nollvektorn). Definieras som en vektor med lingd 0 (noll), (och re-
presenteras av AA {or varje A, dvs. startar och slutar i samma punkt)

Definition (Addition av vektorer). "Liagg den andra vektorn i slutet av den forsta
vektorn och dra diagonalen mellan forsta vektorns startpunkt och andra vektorns
slutpunkt”

Definition (Skaldr). En skaldr &r ett tal.

Definition (Multiplikation av skaldr och vektor). "Langden blir n ginger korta-
re/langre. Vid negativt n, riktning fordndras.”

Sats (Linjara vektorrum). For alla vektorer @, U och @ och alla skaldrer \ och p
giller:

Regler for addition

e AQ: w + ¥ dr en vektor
o AL: (4 +0)+w=a+ (v+w)
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e A2Z:u+v=0+u
e A3: Det finns en vektor 0 s& att 0 + u = u for alla .
e A4: For alla @ finns 0 sé att a + v = 0.

Regler for multiplikation med skalar

e MO: \- @ ar en vektor

. Ml A(u u) = (A p)a.
o M2: (A + p)u = \a+ pa
. M3 )\(ﬁ +0)=Au+ A0
° M_4 l-u=u

Exempel. 2u=u+u

Definition (Subtraktion). @ — o = a4+ (—1)v

Exempel. Givet tre punkter O, A och B giller att: ‘ AB=0B - 0OA ‘ Detta foljer
av definitionen av addition (OA + AB = OB & AB = OB — OA).

Exempel (Mittpunktsformel). Lat M vara mittpunkt pa AB. Visa att OM =
1(OA+ OB). O ér en godtycklig punkt.

“Bevis”

OM = OA+AM (dvs. OM via punkten A) = OA+1AB = OA+1(OB-0A) =
1(OA + OB).
Definition (Parallellitet). Tva vektorer dr parallella om den ena kan skrivas som
ett tal ganger den andra AB || CD < CD = \-AB.

Eftersom 0 = 0 - @ for varje @ s& #r 0 parallell med alla vektorer.

Definition (Linjarkombination av vektorer). Ett uttryck pa formen \juy + Aotz +

.+ A\ptip kallas en linjdrkombination av uy, s, . .., Up
Definition (Bas och koordinater). En uppséttning vektorer {€i, é,...,€,} utgor
en bas (for linjen/planet/rummet/vektorrum) om varje vektor @ kan skrivas enty-
digt som en linjirkombination av €1, €2, .. .,€,. Dvs i = Aje1+Aa+éa+. . .+ €,dir
A1, A2, ..., Apdr entydigt bestdmda av w.Talen Aq, A2, ..., A, kallas koordinater for
@i basen €1, €z, ...6,.Viskriver 4 = (A1, A2,. .., Ap).

Exempel. Linjen: Varje vektor ey ;é 0 utgdr en bas for linjen

Planet: Tva icke parallella vektorer (e;, €) utgor en bas for planet.
Rummet: Tre vektorer i rummet (€7, €2, €3) som inte ligger i ett plan utgor en
bas i rummet.

Exempel. T en given bas ar @ = (3,2) och © = (—2,1) bestdm koordinaterna for
W = 2u+30. (Allmént: (z1, 22)+ (y1,y2) = (x1+y1, 2+y2), A(z1, 22) = (A1, Az2))
Losning: @ = 2 + 3@ = 2(3,2) + 3(~2,1) = (6,4) + (—6,3) = (0,7).
Exempel. Antag att @ = (2,3) , o = (—4,6) (i ndgon bas). Utgor @ och ¥ nagon
bas?
Losning: @ || 97

_ _ —4 =2k k=-2
v =ku & &
{6:3k {k::2

DUty —2# 2.
Svar: Ja!
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2.4 Linjirt oberoende/beroende.

Definition (Linjért beroende/oberoende). Vektorerna iy, .. . 4, ar linjart beroende
om nagon av dem &ar en linjar kombination av dem andra. Om inte s& &r de linjéart
oberoende. (" pekar inte i lika ménga riktningar som de &r)

Sats (Bassatsen).

(1) Tva vektorer i planet utgor en bas for planet < de &r linjart oberoende

(2) Tre vektorer i rummet utgér en bas for rummet < de &r linjért oberoende

(3) Fler an tva vektorer i planet &r alltid linjart beroende (den tredje gar att
utrycka som en linjar kombination av de andra tva)

(4) Fler &n tre vektorer i rummet dr alltid linjart beroende (den fjarde gar att
utrycka genom de andra tre)

Sats (Hur veta linjirt (o)beroende).

(1) 11,4z, .. .1, dr linjért beroende < Ekvationen A1ty 4+ Aatin + . . .+ Aptip = 0
har en 16sning dar inte alla A =0

(2) Wy, 2, ... up ir linjirt oberoende <Ekvationen A\ju1 +Agta+. ..+ Apti, = 0
endast har 16sningen \y = Aa = ... =\, = 0.

Exempel. Utgor vektorerna uy = (1,2,3),u2 = (1,0,1),u3 = (—1,—4,—5) en bas
i rummet?

Losning: Bassatsen dr de linjirt oberoende?

Satsen ovan A1 4+ Aotn + A3z = 0 < )\1(1, 2,3) +)\2(1, 0, 1)+)\3(—1, —4, —5) =

(jmf. koordinater) A1 + A2 *)\3 =0 A1+ 7)\3 =
(0, 0, 0) =4 21 —4X3 = 0 = Ao +A3 =
3\1 +X2 —-bA3 = 0 0

Vi far parameterlosning. Speciellt far vi 16sningar skilda fran noll. Alltsa ar
u1, Uz, U3 inte en bas.
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